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GROUPES ET SOUS-GROUPES

1) Soit ~ la relation d'équivalence gudéfinie par :

X ~y sietseulement $ixy® (mod 6).
On désigne par [X] ={YZ | x~y} et par Z~={[x]| xOZ}.
Montrer que l'opération [x] .[y] = [xy] est biatéfinie. L'opération [x] + [y]
[x+y] est-elle bien définie ?

2) Soient G un groupe et a[ bG tels que al ba. Soit e I'élément neutre de G.
a) Montrer que les éléments e, a, b, ab, ba sstinats;

b) Montrer que sia# e alors a0 {e,a,b,ab,ba }.

c) Montrer que si%= e alors abal {e,a,b,ab,ba }.

Déduire que tout groupe non abélien posséde ansnBoéléments.

3) Soit G un groupe. Montrer que :

a) G est abélien~ Oa, bOG, (ab)=a'b™.

b) Sida, b0 G (abf = &b*, alors G est abélien.
c)SiDalG &=1, alors G est abélien.
d)SiDaldG a=4, alors G est abélien.

4) Soit G un groupe d'ordre 2n. On note e I'élémentre de G. Montrer que :
DalG, az e, tel que a =&

5) Soient G un groupe,X G et e I'élément neutre de G. Supposons qu'iteexis
nONo tel que = e. Montrer qu'il existe M Nq tel que X' = x™.

6) Montrer que tout sous-groupe d'un groupe cyeligst cyclique.

1 n
7)SoitG:{(O J | nOZ}.

a) Montrer que G est un groupe cyclique pour lepitomatriciel.
b) Donner les générateurs de G.

cosa - simx
. la OR}.
sinag cosx

a) Montrer que G est un groupe abélien pour leyatadatriciel.
b) Montrer que G contient des sous-groupes cycligigetout ordre fini.
c) G contient-il un sous-groupe cyclique d'orahini?

8)SoitG:{(

9) Considéron®) muni de I'addition..
a) Montrer que sif= %D Q et b =P2n Q, alors <i,r, >0 <ﬁ> (rappelons
1 2 142
gue <i,r; > est le sous-groupe @eengendré pan kr?).

b) Plus généralement, montrer que;sirr, O Q, alors <g,..,Ir,> est cyclique.
c) Montrer que si H=<1/n!> alors HO H, O Hs......



d) Montrer queQ = U H, (Q est une réunion de groupes cycliques).

n=1

e) FinalementQ est-il cyclique?

10) Soit A une partie non vide d'un groupe G. Mentjue <A>, le sous-groupe

de G engendré par A, est égal a l'intersectionn H.
H sous-groupe de G

camaat A

11) Montrer qu'un groupe ne peut étre réunion dx deus-groupes propres.

12) Soient G un groupe et H un sous-groupe d&Gntrer que sion a
Oa b0G aH=bH= Ha=Hb, alorsdaldG aH& =H

13) Soit G un groupe d'élément neutre e. On suppusész {e}. Montrer que si
{e} et G sont les seuls sous-groupes de G, aloest@yclique d'ordre premier.

14) Soit G un groupe abélien et H = {JaG |On(a)0 No tel que &% = 1}.
Montrer que H est un sous-groupe de G.

15) Montrer que si Het H, sont deux sous-groupes d'un groupe G abéliers alor
Hi.H, = {x.y | xO H; et y[I H, } est un sous-groupe de G. Montrer que ce
résultat est faux pour G non abélien.

16) Soit H et H, deux sous-groupes d'un groupe G. Montrer que :
H.H, est un sous-groupe de G = Hi.H,=H; .H;

17) Soit H et K deux sous-groupes d’'un groupe fontrer que
#H K ZHH
#H nK
18) Soit H et K deux sous-groupes d’'un groupe (@pSaons que H K [ G et
(G :H) < .Montrer que
a) (G K<mwet(K:H)<w.
b) (G:H)=(G:K).(K:H).

19) Pour a, b1 R, a# 0, on définit une application, | de R dansR par
adX) =ax + b.
a) Montrer quel = { T,p| a0 R\{0}, b [0 R } muni de la composition des
applications est un groupe non abélien.

b) Trouver tous les élémentdIfT telsque todp, =Tap0ot OTapOT.

20) Soit H un sous-groupe d'un groupe G et N = H x*. Montrer
xOG

que N est un sous-groupe de G vérifiant yNeyN , Oy O G.



21) Soit G = <g> un groupe cyclique d'ordre n (Lest le plus petit entier naturel
non nul vérifiant §=e). Déterminer tous les sous-groupes de G tidogue
G =< d > si et seulement si pgcd(r,n) = 1.

22) Montrer que si p est un nombre premier alors :
Pea (modp) DalZ
Déterminer le reste de la division d8%par 11

23) On pos&n* ={[a] O Zn | pgcd(a,n) =1 }.
a) Montrer que Zn *, . ) forme un groupe, ou [a]Jb]=[ab] pour tous a, b dar¥k
b) Si on notep(n) I'ordre deZn*, montrer que pour tout entier a tel que
(a,n)=1,0ona
°@=1 (modn)
En particulier, en déduire que si p est un nombeenger ne divisant pas a alors
5= 1 (mod p) (petit Théoréme de Fermat)
c) Montrer que si p est un nombre premier alors

(p-13'1(modp) (Théoréme de Wilson)

(Aide : montrer que six/Zpet¥=1alors x=1ou x=p-—1.)

HOMOMORPHISME ET SOUS-GROUPE NORMAL

24) Montrer que si N est un sous-groupe d'un gréaipéors :
NG - OxOG,On0ON XN = nxN.

25) Montrerque M1« G et N« G = Mn N« G.

26) Soit G un groupe etld G un élément d'ordre 2. Montrer que :
{1,k G = gOZG).

27) Soit M et N deux sous-groupes normaux de G.thMogue
M.N={m.n | mJ M et n0 N } est un sous-groupe normal de G.

28) Soitf: @ - G, un morphisme de groupes. Soient encored Nb; et
N < G,. Montrer quef(N) < Gi. Montrer que si de plus f est surjective alors
f(M) <« G,

29) Soit H un sous-groupe d'un groupe G. Montrersju(G:H) = 2 alors
H<« G.

30) Soit G un groupe possédant au moins un souggrd'ordre s. Montrer que
I'intersection de tous les sous-groupes d'ordst gresous-groupe normal de G.

31) Montrer que si un groupe est abélien alors s@sssous-groupes sont
normaux. A-t-on la réciproque ?



32) Soit H un sous-groupe d'un groupe G et N(HRE{G | aH&d = H}.

a) Montrer que N(H) < G et que H < N(H).

b) Montrer que Ha N(H).

¢) Montrer que si K est un sous-groupe de G teljue K alors KO N(H)
(c'est- a- dire dire N(H) est le plus grand soumige de G contenant H dans
lequel H est normal.)

. a o0 0 a
33) Soit A ={ 0 b |a,b0 Ry} et B={ b 0 | a,bl0 Ry} avec

Ro = RY{0}.

a) Montrer que G = Al B est un groupe pour le produit matriciel.

b) Montrer que A est un sous-groupe de G et qu# #gnt les deux classes
latérales a droite de A dans G. En déduire qustAile sous-groupe normal de G.

a o0
c) Montrer que C = EO J |a 0 Rp } est un sous-groupe de A.

En déduire qu'en général M H <« G n'entraine pas M G.

34) Soit Glp(C) = {A [ M2y(C) | det(A)# 0 }. Soit H le sous-groupe de GI[C)
engendré par les deux matrices

[ RS

a) Si on pose K = 1J et 1 la matrice identité, mengue
H={1,1,J, K, -1,-I,-J,-K}.

b) Calculer le centre de H.

c) Montrer que tous les sous-groupes de H sont agxm

35) Soit By, le sous-groupe de G(C) engendré par les deux matrices
AN v 0] e
A1 o e 0 at ou a = exp(2/n)

a) Montrer que b}, est d'ordre 2n.
b) Montrer que B, contient un sous-groupe normal cyclique d'indieexd

36) Soit G un groupe et W = G x G, ou le produitdgini par :
@b).(a k) = (@&, b b,)
Montrer que :
a) l'applicationu : G -~ W définie pap(a) = (a,a) est un morphisme injectif.
b) uG) <« W = G abélien.

37) Soienth: G- H et h: G, - Hdes morphismes de groupes. Posons
encore K={(x2) 0Gx G| hi(x1) = h(x2) }.

a) Prouver que K est un sous-groupe ge G .

b) Prouver que l'application h : K H : (X;,X2) - hy(x1) est un morphisme de
groupes.

c) Prouver que kerh = kerk kerh.



1
38) Soit G = {( n} O Maxo(Z) | nOZ} . Montrer que G est un groupe

n 1+
cyclique isomorphe &.

39) SoitZn*={[a] OZn| (a,n) =1}

a) Montrer que&Zn* est un groupe pour la multiplication @a.

b) Montrer que [a[] Zn* si et seulement si [a] engendre le groufse,{).
c) En déduire que Auh) OZn*.

(Aide : lI'isomorphisme est donné par l'applicatigm — Aut(Zh)

[s] - (X] - [s:X]).)

40) Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.r¥osncore

S={Ha| alG}. Pourbd G ondéfinitp:S— S par J(Ha) = Hab" .

a) Vérifier que T 0 Perm(S),0 b O G. (Perm(S) désignant le groupe des
permutations de S)

b) Vérifier que I'application j : G- Perm(S) : a» Ta est un morphisme de
groupes.

c) Décrire kerj.

d) Montrer que kerj est le plus grand sous-grougrenal de G contenu dans H.

41) Déduire du 40) que si G est un groupe non a@téiordre 6 alors GS;.

42) Soit G un groupe fini d'ordre n, H un sous-g@de G tel que n ne divise pas
(G:H)!. Montrer que G contient un sous-groupe ndrigl} et contenu dans H.

43) Soit G un groupe d'ordre 36 et H un sous-gralg® d'ordre 9. Montrer que
H < G ou gu'il existe N\« G, NOOH et #N = 3.

0 1 -sina
44) Fixonsaréel et A = -1 0 cosa

—-sina cosr 0
a) Montrer que A = 0.

. . 1 .
b) Pour xCJ R on définit la matrice A = | + x. A +7 x* A% ou | estla

matrice identité. Montrer que G = {A| x O R} est un groupe abélien
isomorphe &R.

45) Soit G un groupe, H et N deux sous-groupes dggg N normal dans G. Soit
Kk 'automorphisme interne induit pafxG.

a) Montrer que I'application x Py induit un morphisme f: H- Aut(N).

b) SiHN N = {1}, montrer que l'application HxN- H.N : (Xx,y) - X.y est une
bijection et un isomorphisme si et seulement ssf trivial.

GROUPE QUOTIENT




46) Soit N un sous-groupe du groupe cyclique G. 11\@4!3\15rqueg est cyclique.

N
47) Montrer que si% est cyclique, alors G est abélien.

48) Soit G, G, deux groupes. Soit encore N ={ (a,1)] & }.

a) Montrer que Nx G1x G, .
b) Montrer que(%2 0Go.
49) Soit H« G et x[0 G d'ordre fini. Montrer que I'ordre de xH (daﬁ)sdivise

I'ordre de x (dans G).

50) Soit K< G, G un groupe fini. Montrer que si un sous-grodpeerifie
(IH], (G:K)) = 1, alors HI K.
H

) . . . H.K
aide : Utiliser l'isomorphisme- [J—.
( P Hn K K )

51) Soit G un groupe . Soit encore G'=<{a'ba| a,bdG}>.
a) Montrer que G« G.

G .
b)G' est abélien.

52) Soit G un groupe abélien d'ordfenp, ol p est premier et p ne divise pas m.
k

SoitP={aJG|OkONtelque & =1}
Montrer que :
a) P est un sous-groupe de G.

b) gn'a aucun élément d'ordre p.
c) [Pl =p.

53) Soit G un groupe abélien d'ordre npZp3:....p>, 0u A ,.....;n sont des

nombres premiers distincts deux a deuxetag [0 Np.

a) Montrer que G contient des sous-groupes.S,S respectivement d'ordre
Pr P3Py

b) Montrer que GI1S; X $X.....X S.

c) Monter que tout groupe abélien d’ordPgip=1) posséde un sous-groupe

d'ordre g%, (aide: induction sur n)

d) Soit d un diviseur de m. Montrer qu'il existeagus-groupe d'ordre d.

54) Soit G un groupe abélien d'ordrepp... ;», OU RQ,.....x sont des nombres
premiers distincts deux a deux. Montrer que G wdique.

55) Montrer que tout élément @/'Z est d'ordre fini. Montrer que pour tout
n>1, Q/Z posséde un et un seul sous-groupe d'ordtgue ce sous-
groupe est cyclique.

56) Soient m, n des entiers avec m | n. Montrer 4. / mZ/nZ O Z/mZ.



57) Soient G, G' deux groupesg@tG - G' un morphisme. Montrer que Si
H < G tel que @(H) = {1}, alors @ induit un morphisme d?_|§_> G.

58)SoitG={zOC | |z|=1}etH={& |aDQ}
a) Montrer que H est le sous-groupe de G des élisndéardre fini.
b) Montrer que G/HIR/Q.

(aide : considérer I'application G. R/Q:€” — £+ @)

59) Un groupe G est dit métacyclique si G possédsous-groupe normal N tel
que N etNg sont cycliques.

a) Montrer que tout groupe cycligue est métacyeliqu

b) Montrer que tout sous-groupe d'un groupe métagyeest métacyclique.
c) Montrer que tout quotient d'un groupe métacyeigst métacyclique.

d) Les groupes suivants sont-ils métacycliQUBs; . ZoXZ, ; Zo X 7 X 7,?

60) Soit H un sous-groupe normal d’un groupe fineCque (|H|,(G:H)) = 1.
Montrer que H est le seul sous-groupe d'ordre |H|.

61) Soit G un groupe, Z(G) le centre de G, N urssgnoupe normal de G,
A ={aba'b™ | a, b0 G }I'ensemble des commutateurs de G et G' = ©Asolis-groupe de
G engendré par les commutateurs.

a) Montrer qurf\lci est abélien si et seulement siCGN.

b) Montrer que siz(%)est fini, alors A est un ensemble fini. Estimendenbre d'éléments

de A.
c) Calculer G' dans le cas ou le nombre d'élésrmmt;]roup%% est un nombre premier.

62) Soit G un groupe. Pour tout x dans G, on défapplicationpk de G dans G par :

By) = xyx* .

a) Montrer quel, est un automorphisme de G.

b) Soit Aut(G) le groupe des automorphismes de G. Momfue I'applicatiop de G dans

Aut(G) définie pam(x) = ux est un homomorphisme de groupes.

c) Calculer Kau.

d) Montrer que Im est un sous-groupe normal de Aut(G).

e) Montrer que si Aut(G) est cyclique alors Gaistlien.

f) Montrer que si G est cyclique, alors Aut(G) a&lsélien.

g) Montrer que Autf) OZ/2Z.

63) On suppose fixé un entier n > 1 et on pgse f4,2,3....n,-1,-2,....-n},
B, = I'ensemble de toutes les permutations pdelies que p(-i) = -p(i) pour toutli E, .
a) Montrer que Best un sous-groupe de Perp)(E
b) Prouver que pour toutlp By, la fonction p définie par :
pM=Ip@®) 0Oi=1,2,...,n
est une permutation de lI'ensemble {1,2,...n}
c) Prouver que pour tout [p B, et tout iC] E, on a |p(i)| = |p(|i])|.En déduire que
l'application p— P définit un morphisme surjectif dg,Bans &.



d) Prouver que le noyau du morphisme précédeémntasire 2. En déduire I'ordre dg.B

64) Soient H et K deux sous-groupes d’'un group®ssuppose (G :K) fini.
a) Montrer que (H : HhK) < (G : K) et que I'égalité a lieu si G = HK.
(Aide : si on note G/K I'ensemble des classes #ésra gauche de K dans G et
de méme pour HAK, utiliser I'application H/HAK - G/K :
xHhK - xK.)
b) On suppose de plus (G : H) fini. Montrer
i) (G:HnK)<(G:H)(G:K)etque I'égalité a lieu si G = HK.
i) side plus (G: H)et (G:K) sont premier entug,e
(G:K)=(H:HK) et (G:H)=(K:HK).
¢) On suppose K normal dans G et H fini. Montrer gué&s K) et | H | sont premiers entre
eux alors H1 K.

Théorémes de Sylow

65) Soit G un groupe fini et P un p-sous-group&yew. Montrer que P est le seul p-sous-
groupe de Sylow de G si et seulement si P est riatams G.

66) Soit G un p-groupe, &{1}. Montrer gu'il existe une suite de sous-grosipe

{1}=Go 0G, 0G; ....0G, =G

telle que &Gy et % d'ordre p.
i

67) Soit G un groupe d’ordré'.p _
a) Mont_relr que tout sous-groupe d'ordrg pJ { 0, 1,..., n-1}) est contenu dans un groupe
d'ordre p™.
b) En déduire que si G ne posséde qu'un seulgroupe d'ordre, alors il est cyclique.

68) Montrer que tout groupe d’ordre 12 est rés@ubl

69) Soient p, g deux nombres premierg @p impairs, Montrer que tout groupe
d’ordre pd est résolubles.

70) Soit p, g deux nombres premiers impairs eturGgroupe d'ordre 2pqg.
Montrer que G est résoluble.

71) Soit G un groupe simple d'ordre 168.
a) Déterminer le nombre de sous-groupes de @rd'gr.
b) Déterminer le nombre d'éléments de G d'ordre 7

72) Soit G un groupe et H un sous-groupe .
a) Montrer que N(xHX) = xN(H)x* Ox O0G.
b) Montrer que si G est fini et H un p-sous-grede Sylow alors
N(N(H)) = N(H).
73) Montrer que tout groupe d'ordré est abélien et qué/ p’Z et



ZIpZ x ZIpZ sont les seuls groupes d'ordfe (@ un isomorphisme pres).

74) Soit G un groupe d'ordré p premier et G non abélien.
a) Montrer que Z(G) Z/pZ. et% OZIpZ x ZIpL.
b) Montrer que tout sous-groupe de G d'ordregntient Z(G) et est normal.
c) Supposons qué x 1, O x 0 G. Montrer que G contient un sous-groupe

normal isomorphe @/pZ x ZIpZ.

75) Soit G un groupe fini et H un sous-groupe radrd'ordre p, p premier.

a) Montrer que H est contenu dans tout p-souspgae Sylow de G.

b) Montrer que si G est un p-groupe alors H eastenu dans le centre de G.

c) Montrer que si P et P' sont deux p-sous-greuieeSylow de G tels que N(P) = N(P")
alors P =P".

76) Soit G un groupe fini et H un p-sous-group&yidw d'ordre P.
a) Montrer que H est le seul sous-groupe dé@irk p' contenu dans N(H).
b) Montrer que si & N(H) est d'ordre'p alors a H.

Le groupe symétrigue

77) Soit p premier et une permutation de,$l'ordre p. Montrer que est un p-cycle.

78) Soit A le groupe des permutations paires du groupe siuéts.
a) Montrer que si 8 S, est un élément d'ordre 3 alors s est un 3-cycle.
b) Soit H un sous-groupe normal dg Bontrer que si H contient un élément d'ordréoBa
AsOH.
c) Montrer que si H est un sous-groupe gld'&dre 12 alors H = A
d) Déterminer tous les sous-groupes d'ordre 8,de
c) Déterminer tous les sous-groupes d'ordre 4 gde A

79) Soient re 1 et k{1, 2, 3,..., n}. Posons encore X I'ensemble desiparte
{1, 2, 3,...,n} contenant k éléments. Le grosgmétrique Sagit sur X par :

0.{iy, iz ...,k ={ 0(i1), 0(i2),..., o (i)}

a) Montrer que cette action est transitive.
b) Déterminer Stab({1, 2,...,k}).
c) En déduire le cardinal de X.

80) Soit p un nombre premier et G un sous-groupgrdupe symétrique,SSupposons
encore que G agit transitivement sur {1, 2p}. Montrer que si N est un sous-groupe
normal de G et M {1}, alors N agit transitivement sur {1, 2, ...,p}.

81) a) Montrer que le groupe symétriqueeSt engendré par les transpositions suivantes :
12);(23);@34);...;(n-1n).
(aide : remarquer que pour i<j-1 la transposition)= (i i+1) (i+1)) (i i+1).)



b)Soit H un sous-groupe dgc®ntenant $;.

i) Montrer que si la transposition (i n) appartia H ( pour i<n) alors H =Jutiliser a)).
i) Montrer que so est cycle dans H tel quén)Zn alors H=&

iii) Montrer que si §1# H alors H = §(c-a-d $.1 est un sous-groupe maximal dg.S

c) Soient p et g deux entiers tels que p=tq
i) Montrer que le stabilisateur de la partie P 31., p} (c-a-d 'ensemble des
permutation® O S, telles queo(P) = P) est isomorphe g $S,.

82) Soit p un nombre premier et GA(p) I'ensembls dgplication® de E ={0, 1,..., p-1}
dans E définie par

o(x) =ax +b mod(p) pour un certainl&* = E\{0} et un certain 4] E.

a)Vérifier que GA(p) est un sous-groupe ¢ge S

b) Posong eto, les permutations de GA(p) définies par) = x + 1 mod(p) et
04(X) = a x mod(p). Montrer que le groupe GA(p) @sgendreé par, 0, O3, ..., Op.1.

c) En déduire que | GA(p)| = (p-1)p.

d) Pour aJ E* , montrer ques,T 0.~ est une puissanae En déduire que le sous-groupe
engendré parest un sous-groupe normal de GA(p).

e) Montrer que GA(p) est un groupe résoluble.

f) Soit8 0 S, telle qued t 60 GA(p), montre® T 6 est une puissance de.
(aide : Supposer qué 7 81(x) = a x + b , pour a7E-{0,1} et b/JE, et calculer @ r %)P*
pour obtenir une contradiction).

g) En déduire que 8il] S, telle qued t 00 GA(p), alorsd OGA(p).
Sifdrgt=17, alors@x+ 1) = Qx) +i etdoncdx) =ix + &0))

Nous allons maintenant montrer que tout sous-gr@upansitif resoluble de,®st conjugué
a un sous-groupe de GA(p). Soit€51} 0 G.; O ....0 Gy = G une chaine de sous-groupe
telle que G soit un sous-groupe normal deesl'indice (G : Gi1) soit un nombre premier.
i) Puisque G est transitif et Gest normal, en déduire que &st transitif

(On suppose que t>1). En déduire de méme quess transitif.
ii) Montrer que | G| = p. En déduire que.&est engendré par un p-cygle (i1 iz ...ip) ou

iy, Ip, ...ipsont les nombres 0,1,....,p-1 rangés dans un cendie.
Considérons la permutationd S,, définie par :
a0)=ip ,a(d)=hk,ceeeenenn. ,a(p-1) = b.

iii) Vérifier queaya =T.
Posons &= a'G;a pouri=0,1,.....t.
iv) Vérifier que la chaine de sous-groupe=<{1} 0 G.;’ O ....0 Gy satisfait les

conditions : G’ est un sous-groupe normal de & I'indice (G’ : Gj+1) est un nombre
premier.



v) Vérifier que Gi' 00 GA(p) . En utilisant le point g) et le fait queGest normal dans G,
montrer que G'0 GA(p) . Montrer de méme queyGl GA(p).



