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1 Eléments de logique

Exercice 1.1 Parmi les assertions suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses ?

(1) (2 < 3) et (3 divise 12).

(2) (2 < 3) et (2 divise 5).

(3) (2 < 3) ou (2 divise 5).

(4) (2 < 3) et non(2 divise 5).

(5) non(2 < 3) ou (2 divise 5).

Exercice 1.2 Soient P et Q deux propositions. On dit que la proposition “P ou exclusif Q" est

vraie si P ou () est vraie mais pas simultanément P et (). Donner la table de vérité du connecteur
logique “ou exclusif”.

Exercice 1.3 Compléter les pointillés par le connecteur logique qui s’impose : =, <=, <.

(H)zeR, 22=4 - xz=2.
(2)zeR, z=m --- sin(z) =0.

(3) n € N, nest impair --- n?est impair.
Exercice 1.4 Dire si l'implication (1 = 2) == (2 = 3) est vraie ou fausse en justifiant votre réponse.

Exercice 1.5 Soient P, ) et R trois propositions. Montrer les équivalences suivantes :
(1) (P = Q) <= (non = non P).

(2) non (P ou Q) <= (non P)et (non Q).

(3) non (P et Q) <= (non P)ou (non Q).

(4) Pou (Qect R) <= (Pou@)ect (PouR).

(5) Pet (QouR) <= (PetQ)ou(PetR).

(6) Pet (Qet R) <= (PetQ)etR.

(7) Pou (Q ou R) <= (P ou(@) ou R.



Exercice 1.6 (1) Soient P et @ deux propositions. Donner la négation et la contraposée de la pro-
position : P — Q.
(2) Application : Donner la négation et la contraposée des assertions suivantes :

(a) Situ échoues a tes examens, tu ne partiras pas en vacances.

(b) Si un entier naturel est pair, il est divisible par 4.

Exercice 1.7 Soient P, @, R et S quatre propositions. Donner la négation des propositions suivantes :
(1) Pet (Q et R).

(2) (Pou®) = R.

(3) Pou(Q@ ct R).

(4) (P et Q) = (R= 9).

Exercice 1.8 Soient P, (), R trois propositions. Montrer que les propositions suivantes sont vraies :
(1)(P =Q ct @ = R) = (P = R).
2)(P <= Q et Q < R) = (P < R).

Exercice 1.9 La proposition (P ¢t Q) = (non P ou Q) est-clle vraic ? Justifier votre réponse.

Exercice 1.10 Ecrire a 'aide des quantificateurs les propositions suivantes :

(1) Le carré de tout réel est positif.

(2) Certains réels sont strictement supéricurs a leurs carrés.

(3) Aucun entier naturel n’est supérieur a tous les autres.

(4) Tl existe un entier naturel multiple de tous les autres.

(5) Entre deux réels distincts, il existe un rationnel.

(6) Etant donné trois nombres réels, il y en a au moins deux de méme signe.

Exercice 1.11 Soient E 'ensemble des étudiants, S 'ensemble des jours de la semaine et pour un
étudiant x, hj(z) 'heure de réveil de x le jour j. Soit P la proposition : “Tout étudiant se réveille au
moins un jour de la semaine avant 8h”.

(1) Ecrire avec des symboles mathématiques la proposition P.
(2) Ecrire la négation de P avec des symboles mathématiques, puis en frangais.

Exercice 1.12 Soit (u,) une suite de nombres réels. Ecrire la négation des assertions suivantes :
(1) VzeR In tel que z < n.

(2)Ve>0,3geQtel que 0 < g<e.

(3) IM tel que Vn, |u,| < M.

(4) Ve >0, IN tel que Vn =N, |u,| <e.

Exercice 1.13 Nier les assertions suivantes :

(1) Dans toutes les écuries, tous les chevaux sont noirs.

(2) Tous les habitants de la rue du Havre qui sont nés au mois de février gagneront au loto et prendront
leur retraite avant 50 ans”.

(3)Ve>0, Ja>0, |z—3<a = [2z—1]<e.



2 Ensembles

Exercice 2.1 Les notations 0, {0}, {{0}} désignent-elles le méme ensemble ?

Exercice 2.2 Pour E un ensemble, on note P(E) l'ensemble des parties de E.

Donner les éléments de 'ensemble P({1,2,3}).

Exercice 2.3 Soient A, B, C trois ensembles. Démontrer les relations suivantes :
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC) et AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Exercice 2.4 (1) Soient A, B des parties d'un ensemble E. Montrer qu’on a
CpPP=cfncE et Cp"P=cCpucCk.
(2) Généralisation : Soit (A;)ics une famille de parties d’un ensemble E indexée sur un ensemble I.
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Exercice 2.5 Soient A, B et C des parties d’'un ensemble E. Démontrer qu'on a :

(1) AﬂB:AﬂCﬁAﬂCg:AﬂCS.

(2) AnNB=AUB & A=B.

Exercice 2.6 Soient A, B, C des parties d’un ensemble E. Montrer les assertions suivantes :
(1) AC B <= CEcCj.

(2) (A UCCAUBct ANCCANB) = CCB.

(3) (AUC =AUB et ANC =ANB) = C = B.

Exercice 2.7 Soient A et B deux parties d’'un ensemble E. Ecrire avec des quantificateurs les pro-
positions suivantes ainsi que leurs négations : AC B; ANB=0; AC C’E; A\ B =1.
Y en a-t-il qui sont équivalentes, lesquelles ?

Exercice 2.8 Soient A, B, C des parties d’un ensemble E. Montrer qu’on a :
(1) AN (BUC) = (A\ B)N(A\C).
(2) AN (BNC) = (A\B)U(A\C).

(3) AN(B\C) = (ANB)\ (ANC).



Exercice 2.9 Vrai ou faux ? (Justifier par une preuve ou un contre-exemple) :
(1) P(An B) =P(A) NP(B).
(2) P(AUB) ="P(A) UP(B).

Exercice 2.10 Soient A, B et C trois ensembles. Montrer :
(1) Ax(BNC)=(AxB)Nn(AxC).
(2) Ax (BUC)=(AxB)U(AxC).

Exercice 2.11 Soient A une partie d'un ensemble F et B une partie d’'un ensemble F. Donner le
complémentaire de A x B dans E x F.

Exercice 2.12 Pour tout k € N, on pose Ay = {n € N| n < k}. Que valent NgenAg et UgenAg, ct
leurs complémentaires dans N7

Exercice 2.13 Pour tout k£ € N, on pose Ay = {n € N | n est un multiple de k}. Que valent NgenAg
et UkENAk ?

Exercice 2.14 Soient A et B des parties d’un ensemble E.

(1) (i) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une partie X de E tel que
ANX =DB.

(ii) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une partie X de E tel que AUX = B.

(2) Si la condition nécessaire et suffisante est vérifiée, trouver tous les X vérifiant 1'égalité (dans les
deux cas).



3 Applications

Exercice 3.1 Soient F et F' des ensembles, f une application de E dans F, A une partie de FE et B
une partie de F'. Ecrire avec des quantificateurs :

(1) y € f(A).

(2) la négation de y € f(A).

(3) z € [L(B).

(4) la négation de z € f~1(B).

Exercice 3.2 Soit f Iapplication de R dans R qui &  associc x2.

(1) Déterminer f(] —1,2]).
(2) Déterminer f~1([—1,4]).

Exercice 3.3 Soient F = {a,b,c} et F = {d,e}. Définir si possible une application f de E dans F
tel que :

(1)Vye F Jz e E tel que f(z) =v.

(2)JzeEtelqueVyeF f(x)=uy.

Exercice 3.4 Soient F, F' deux ensembles, f une application de E dans F'. Ecrire avec des quantifi-
cateurs les proposition suivantes :

(1) f est injective.

(2) f n’est pas injective.

(3) f est surjective.

(4) f n’est pas surjective.

Exercice 3.5 Dire si f est injective, surjective, bijective. Si f est bijective, déterminer f~1.
(1) f: R — R tel que x — 22

(2) f:N— Ntel que n+—n+1.
3) f:Z — Z tel que n—n+ 1.
(4) f: N\ {0} — Z qui & n associe n/2 si n est pair, (—n + 1)/2 si n est impair.

Exercice 3.6 Soit I'application f : R x R — R x R, donnée par : (z,y) — (z + y,x — y). Montrer
que f est bijective et déterminer f~1.

Exercice 3.7 Soient f : R — R et g : R — R les applications données par : f(z) = = — 1 et
g(z) = 2? + 2z pour tout = € R.

(1) Donner l'expression de g o f(x) pour tout z € R.

(2) Dire si g o f est injective, surjective.

(3) Déterminer (go £)(]1,2]) et (go f)~1(] —1,0]).

Exercice 3.8 Soit application f: N x N — N, donnée par : (n,m) — n +m.
(1) L’application f est-elle injective ? surjective ? Justifier.
(2) Déterminer f(N x {1}), f~1({3}) et f~1(N).

Exercice 3.9 Soit I'application f : N — Z, donnée par : f(z) = —22 + 5. Déterminer f~}(N) et
f_l({_47 07 17 6})



Exercice 3.10 Soient E et F' deux ensembles et f : E — F une application. Démontrer que :
(1) VA,Be P(E), AcCB= f(A) C f(B).

(2) VA,B € P(E), [(ANB)C f(A)N[f(B).

(3) VA,B € P(E), f(AU B) = f(A) U f(B).

(4)VA,Be P(F), [f"YAuUB)=f"1YAuUfYB).

() VAe P(F), [fHF\A)=E\f"(A).

Exercice 3.11 Soit f I'application de N dans N définie par f(n) =n+ 1.
(1) Montrer qu'il existe des applications g de N dans N tel que g o f = Idy.
(2) Montrer qu’il n’existe aucune application h de N dans N tel que f o h = Idy.

Exercice 3.12 Soient E et F' deux ensembles, f une application de F dans F. Montrer que les
propositions suivantes sont équivalentes :

(1) f est injective.

(2) VX € P(E), [f'(f(X)) =X.

(3) VP,.Q € P(E), f(PNQ)=[f(P)N f(Q).

Exercice 3.13 Soient E et F' deux ensembles, f une application de F dans F. Montrer que les
propositions suivantes sont équivalentes :

(1) f est surjective.

VY eP(F) f(fTI(Y) =Y.

Exercice 3.14 (1) Soient a,b deux réels. Donner les conditions nécessaires et suffisantes sur « et g
pour que Péquation 22 — ax + = 0 ait pour zéros les réels a et b.

(2) Soit f: R xR — R x R lapplication donnée par : f(z,y) = (z +y, zy) pour tout (z,y) € R x R.
(i) Montrer que f n’est pas injective.

(ii) Selon les valeurs de («, ) dans R x R, déterminer I'image réciproque par f de {(«, 3)}.

(

iii) f est-elle surjective ?

Exercice 3.15 Soit A une partie d’'un ensemble E. On appelle fonction caractéristique de A I'appli-
cation f de E dans I'ensemble a deux éléments {0, 1}, donnée par :

f(x):{o siz ¢ A

1 sizeA

Soit A et B deux parties de F, f et g leurs fonctions caractéristiques.

(1) Montrer que A=B & f=g.

(2) Montrer que les fonctions suivantes sont les fonctions caractéristiques d’ensembles que l'on
déterminera :

(i) 1—f.

(i) fg.

(iii) f+9— fg-



Exercice 3.16 Soit F un ensemble, et A, B deux parties de E. On désigne par AAB l’ensemble
(AUB)\ (AN B). Dans les questions ci-apreés il pourra étre commode d’utiliser la notion de fonction
caractéristique introduite dans l’exercices 3.15.

(1) Démontrer que AAB = (A\ B)U (B \ A).

(2) Démontrer que pour toutes les parties A, B, C' de F,on a (AA B) A C = AA(BAC).

(3) Démontrer qu’il existe une unique partie X de E telle que pour toute partie A de E, AAX =
XAA=A.

(4) Démontrer que pour toute partie A de F, il existe une partie A’ de F et une seule telle que
ANA = AAANA = X. (X comme dans (3).)

Exercice 3.17 Soit f: E — E unec application tel que fo fo f = f. Montrer qu’on a :

[ est injective <= f est surjective.

Exercice 3.18 On considere quatre ensembles A, B, C, D et des applications f: A — B,g: B — C,
h:C — D. Montrer que :

(1) g o f injective = f injective.

(2) g o f surjective = g surjective.

(3) (g o f et h o g sont bijectives ) & (f,g et h sont bijectives).

Exercice 3.19 Soit f : [0,1] — [0, 1] I'application donnée par :

{:B siz e [0,1]NQ,

1 —x sinon.
Démontrer que f o f = Idjg ).
Exercice 3.20 Soient f: E — F et g : FF — G deux applications. Montrer qu’on a :

(1) (g o f est surjective) et (g est injective) = f est surjective.
(2) (go f est injective) et (f est surjective) = g est injective.

Exercice 3.21 Soit f: E — FE unc application telle que f o f = f. Montrer que f est injective ou
f est surjective si et seulement si f = Idg.



4 Relations d’ordre

Exercice 4.1 On définit sur N* la relation binaire R par :
V m,n € N*, mRn <= m divise n.

(1) Montrer que R est une relation d’ordre sur N*.

(2) R est-clle une relation d’ordre total ?

(3) Représenter le diagramme de Hasse de I'ensemble {2, 3,6, 21, 42}.

(4) N* muni de la relation d’ordre R possede-t-il un plus petit élément ? un plus grand élément ?
(5) Donner les éléments minimaux de N*\ {1}.

Exercice 4.2 La relation “divise” est-elle une relation d’ordre sur Z* 7

Exercice 4.3 On définit sur R x R la relation binaire < par :
Vo (z,y),(@y) eERXR, (2,y) < (d,y) [ —2|<y —v.

(1) Montrer que < est une relation d’ordre sur R x R.
(2) L’ordre est-il total ?

Exercice 4.4 On considere sur N x N la relation binaire P donnée par :
Y (m,n),(p,q) e NxN, (m,n)P(p,q) <= m<p et n<q.

(1) Montrer que P est une relation d’ordre. Est-ce une relation d’ordre total ?
(2) Donner un majorant et un minorant de ’ensemble {(3,1), (2,6), (2,2), (0,1),(7,0)}.

Exercice 4.5 Soit F un ensemble muni d’une relation d’ordre <. On définit sur P(E)\ {0} la relation
binaire R donnée par :

A= Bou

V A, BeP(E), ARB +—
Vaec AAVbe B a<b.

Montrer que R est une relation d’ordre sur P(E) \ {0}.

Exercice 4.6 On considere sur N* la relation binaire < < définie par :
V m,n e N*, m<<n < JkeN*tel quen=m".
(1) Montrer que << est une relation d’ordre.
(2) Donner le plus petit et le plus grand élément de {2,4, 16}.
(3) L’ensemble {2,3} admet-il un majorant ?
Exercice 4.7 (Ordre lexicographique) On considere sur R x R la relation binaire définie par :
V (z,y), (@) eR xR, (z,y)L(z,y) &=z <2’ ou (x=2"cty <y).

(1) Montrer que L est une relation d’ordre total.
(2) Déterminer ’ensemble des majorants du singleton {(z,y)}, et le représenter dans R x R.



Exercice 4.8 On considere les ensembles A = {1,2,4,7} et B ={0,1,2,3,4} munis de I'ordre habi-
tuel. Ecrire les éléments de A x B dans 'ordre lexicographique.

Exercice 4.9 Soit < 'ordre lexicographique sur N x N. Soit C la relation binaire sur N x N définie
par :

vV (m,n),(p,q) e NxN, (m,n)C (p,q) <= m+n<p+qou(m+n=p+qet(m,n)=<(p,q)).

(1) Montrer que C est une relation d’ordre total sur N x N.
(2) Représenter graphiquement 'ordre C sur N x N.

Exercice 4.10 Soit £ un ensemble non vide muni d’une relation d’ordre <. On note &£ 'ensemble des
couples (A, f) tels que A soit une partie non vide de F et f : A — E une application. On considére
sur &€ la relation binaire > définie par :

V(A f),(B,g) €€ (A f)>(B,g) {ACBet

Vz € A, f(z) < g(z).

) Montrer que > est une relation d’ordre sur £. L’ordre est-il total ?

) Soient (A, f), (B,g) € €. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que la partie
A, f),(B,g)} soit majorée ?

(3) Méme question avec minorée.

(1
(2
{(



5 Récurrence

Exercice 5.1 Montrer par récurrence les affirmations suivantes :

n

1 1

1)V¥neN -
(1) Vn & No, kzzlk(kJrl) ntl

2 VneNy, 3 kx(K)=@n+1)—1.
k=

(3) VneN, 320+l 4 2n+2 egt divisible par 7.

n 2
(4) ¥V n € Ny, —\Zkﬂ T
1_q'n,+1
VgeR\ {1 AR S
(5) VneN, VgeR\ {1}, Zq T

k=0

(6) ¥ n € Ny, ik(k—kl) _ n(n+1‘)(n+2).

k=1
() VneN, 1057+2 41037+ + 1 est divisible par 111. (Utiliser que 103 =9 x 111+ 1.)

2’)1
1
(8) ¥ n € No, ZE>1+%
k=1
n
9 nn+1)2n+1)
(9 VneNy, > k= :
k=1

Exercice 5.2 Soit f : N — N une application strictement croissante, c’est-a-dire, f(n) < f(m)
lorsque n < m. Montrer que f(n) > n pour tout n € N.

Exercice 5.3 Soit f : N — N Papplication donnée par : f(x) = 4z + 3 pour tout = € N.

On pose f1, f2, f3,---, f™ les applications f, fo f, f2o f,---, f* Lo f.
Déterminer une formule donnant f"(z) pour tout n € Ny et z € N.

Exercice 5.4 Soient n € Ny et ay, -+ ,a, € [0,1]. Montrer que
n n
[Ta-an>1- (Z%) :
k=1 k=1

Exercice 5.5 Soit f : N — N une application vérifiant : V n € N f(n) + f2(n) + f3(n) = 3n.
(1) Montrer que f est injective.
(2) Montrer que f = Idy.

Exercice 5.6 Montrer par récurrence les affirmations suivantes :

(1) Vn e No, (-%)( )( 2%).,(1—2%);}&%.
@ vneNy vi<S L <ovi

k=1 k
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n 2 n
Exercice 5.7 Soient n € Ny et ay,--- ,a, € R. Montrer que (1?1 ak> <n (;?1 ai).

Exercice 5.8 (1) Soient A et B deux ensembles finis. Montrer que Card (A U B) = Card (4) +
Card (B) — Card (AN B).
(2) Montrer par récurrence que si Ay, ---, A, sont des ensembles finis, alors Card (A; U---U A,) <

n
Card (4;).
=1

2

Exercice 5.9 On se propose de déterminer toutes les applications f de N dans N vérifiant la propriété
suivante :

VneN, f(n+1)>f(f(n) (P)

(1) Donner un exemple d’une application f : N — N vérifiant la propriété (P).

(2) Soit f : N — N une application vérifiant la proprié¢té (P). Pour tout n € N, soit ’ensemble
I,={keN|k>=n}

(a) Montrer par récurrence que f(I,) C I, pour tout n € N.

(b) Montrer que f est strictement croissante.

(¢) En déduire que f = Idy.

6 Arithmétique dans Z

Exercice 6.1 Soient a, b, c,d € Zg. Dire si les propriétés suivantes sont vraies ou fausses, en justifiant
la réponse.

(1) Si a divise b et c, alors ¢? — 2b est multiple de a.
(2) S'il existe u et v entiers tels que au + bv = d alors pged(a,b) = |d|.
(3) Si a et b sont premiers entre eux, alors a et b3 sont premiers entre eux.
(4) Sia divise b+ c et b— ¢, alors a divise b et a divise c.
(5) Si 19 divise ab, alors 19 divise a ou 19 divise b.
(6) Si a est multiple de b et si ¢ est multiple de d, alors a + ¢ est multiple de b+ d.
(7) Si 4 ne divise pas be, alors b ou ¢ est impair.
(8) Si a divise b et b ne divise pas ¢, alors a ne divise pas c.
(9) Si 5 divise b2, alors 25 divise b2,
(10) Si 12 divise b?, alors 4 divise b.
(11) Si 12 divise b?, alors 36 divise b?.
(12) Si 91 divise ab, alors 91 divise a ou 91 divise b.

Exercice 6.2 Sachant que 24396465 = 6453 x 3780 + 4125, quel est le quotient de la division Eucli-
dienne de 24396465 par 3780.

Exercice 6.3 Dans la division Euclidienne de a par b, le quotient est g et le reste est . On suppose
que ¢ = r = 37. Quel est la plus petite valeur possible que peut prendre a?
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Exercice 6.4 On considere la suite croissante de tous les entiers qui ne sont pas des multiples de 7
(1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,--- ). On a que 1 est de rang 1, 2 est de rang 2, 3 est de rang 3, 4 est de rang
4, 5 est de rang 5, 6 est de rang 6, 8 est de rang 7, - -

(1) Donner le rang de 47, puis le rang de 741.

(2) Donner les entiers de rang 26, 52.

Exercice 6.5 Soit n € N dont le reste de la division Euclidienne par 5 est 2 ou 3. Montrer que n? 4 1
est divisible par 5.

Exercice 6.6 Soit n € N*. On divise 2003 par n les reste est égal a 8. On divise 3002 par n, le reste
obtenu est 27. Que vaut n?

2

Exercice 6.7 Soit n € Z. Montrer que soit 8 divise n?, soit 8 divise n? — 1, soit 8 divise n? — 4.

(Discuter sur la parité de n.)
Exercice 6.8 Montrer que v2 ¢ Q.

Exercice 6.9 Trouver tous les entiers n € Z \ {1} tel que n — 1 divise n? + 1.
(Utiliser que n® +1 = (n? — 1) +2).

Exercice 6.10 Soit p € N\ {0, 1}. Montrer que si p divise (p — 1)! + 1, alors p est premier.

Exercice 6.11 (1) Pour m,n € N tel que 1 < n < m, montrer que m! + n n’est pas premier.
(2) Donner une liste de 100 entiers consécutifs non premiers.

Exercice 6.12 Soient a,b € Zy. Montrer que si :

(1) 3 ¢ € Z tel que a = bg, alors pged(a,b) = |b].

(2) 3qg€Zct Ir e Zytel que a = bg + r, alors pged(a,b) = pged(b, ).

(au (2) r n’est pas nécessairement le reste de la division Euclidienne de a parb.)

Exercice 6.13 (Application de l'exercice 6.12)

(1) Déterminer pged(1306,128) et trouver deux entiers n,m € Z tels que 1306n + 128m = 4.
(2) Déterminer pged(6n® + 4n + 9,3n + 2) pour tout n € N.

(3) Soient a,b € Ny. Montrer que pged(a,b) = pged(17a + 5b, 7a + 2b).

Exercice 6.14 (1) Soient a,b,c,d € Ny. On suppose que pged(e,d) = 1 et que a divise bc et bd.
Montrer que a divise b.

(2) Soient a,b € Zg et d € Ny un diviseur commun & a et b. Montrer I’équivalence suivante :

gb

d = pged(a,b) <= ngd(d’E

)=1.
(3) Soient a, b, ¢ € Zg. Montrer qu’on a pged(ac, be) = |c| pged(a, b).

(4) Soit p un entier premier supéricur ou égal a 3. Montrer qu’il existe un unique couple (a,b) € Nx N
tel que p = a® — b2.
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Exercice 6.15 On souhaite trouver tous les couples (x,y) € Z x Z vérifiant ’équation

3252 + 299y = 39 (E)

(1) Déterminer pged(325,299). Simplifier I'équation (E) sous la forme ax + by = ¢ avec a et b premiers
entre eux.

(2) Déterminer deux entiers n et m tel que an + bm = 1.

(3) Déterminer une solution particuliere de ’équation (E).

(4) Trouver toutes les solutions de I’équation (E).

Exercice 6.16 (1) Soient a,b, c € Ng. Montrer que a” — 1 divise a®® — 1.
(2) En déduire que si 2P — 1 est premier pour p € Ny, alors p est premier.

Exercice 6.17 (1) Montrer que le produit de deux entiers de la forme 4n+ 1 est un entier de la forme
dn + 1.

(2) Montrer que tout entier impair s’écrit de maniere unique sous la forme 4n + 1 ou 4n — 1.

(3) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4n — 1.

7 Ensembles finis - Dénombrement

Exercice 7.1 Soient F un ensemble non vide fini et F' une partie stricte de E. Montrer que F' est
finie et Card(F) < Card(E).

Exercice 7.2 Soit F un ensemble non vide fini de cardinal n et I’ un ensemble non vide fini de
cardinal m. Quel est le nombre d’applications de E vers F'?

Exercice 7.3 Soient E et I’ deux ensembles finis non vide.

(1) Montrer qu'il existe une application injective de E vers F si et sculement si Card(F) < Card(F).
(2) Supposons que Card(E) < Card(F). Quel est le nombre d’injections de E ver F'?

(3) Montrer qu’il existe une surjection de E vers F si et seulement si Card(E) > Card(F).

(4) Combien y a-t-il d’applications injectives d’un ensemble de cardinal n vers un ensemble de cardinal
n+17

(5) Combien y a-t-il d’applications surjectives d’un ensemble de cardinal n + 1 vers un ensemble de
cardinal n?

Exercice 7.4 Soient E et F' deux ensembles non vides finis de méme cardinal. Soit f : E — F une
application. Montrer que les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(1) f est injective.

(2) f est surjective.

(3) f est bijective.

Exercice 7.5 (1) Soient E et F' deux ensembles avec F' un ensemble fini. Soit f : E — F une
application surjective telle que : Yy € F, Card(f~'({y})) = p. Montrer alors que E est fini et
Card(E) = pCard(F).

2) Soient aq,---,a, p éléments distincts d’un ensemble E, répartis entre une famille de n sous-
P

ensembles de F. Si n < p montrer qu’il existe au moins un ensemble de la famille contenant au moins
deux éléments parmi les «;.
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Exercice 7.6 (1) Combien de mots de six lettres peut-on former avec 3 lettres D et 3 lettres H.

(2) En utilisant la question (1) donner le nombre de chemins possibles pour aller de A vers B en
suivant le quadrillage (on autorise que deux directions : vers le haut et vers la droite) :
B

A

Exercice 7.7 (1) En hiver une campagnie aérienne dessert 6 villes. Quel est le nombre de lignes en
services ?
(2) En été, la compagnie a 45 lignes en services. Quel est le nombre de villes desservies ?

Exercice 7.8 (1) Sans répitions, combien de nombres de trois chiffres peut-on former avec les chiffres
2,3,5,6,7et 9.

(2) Combien de ces nombres sont :

(i) inférieurs a 500.
(ii) impairs.

(iii) pairs.

(iv) divisibles par 5.

Exercice 7.9 (Formule du binome de Newton) Soient a,b € R. Montrer par récurrence que pour tout

n € N, on a la formule :
n

(a+b)" = Z Cﬁakb”_k,
k=0
n!

<k
Oucn_k!x(n—k;)! pour tout 0 < k < n.

Exercice 7.10 On dispose de k cases et de n objets. On veut disposer les objets dans les cases de la
maniere suivante : n; objets dans la premiere case, no objets dans la deuxieme case, ---, ng objets
dans la k-iéme case, avec Zle n; = n. Quel est le nombre de dispositions possibles ?

23 10 9

Exercice 7.11 Quel est le coefficient du terme a?b3c® dans le développement de (a + b + ¢)

Exercice 7.12 Soient p un entier premier et k € N tel que 0 < k < p.
(1) Montrer que p divise C’z',“.
(2) Montrer par récurrence que pour tout entier naturel n, p divise n? — n.

Exercice 7.13 Soient n € Ny et p un entier premier tel que n < p < 2n. Montrer que p divise C3,,.
Exercice 7.14 Soient n et p des entiers naturels tels que 0 < p < n — 1. Démontrer que 1 — C} +

C2—C34 ...+ (=1)PCH = (-1)PC?_,.

14



Exercice 7.15 En utilisant la formule du binéme de Newton, calculer les sommes suivantes :

n

n
S1=> Ch Sy => (-1)C;, S3= Y CH.
i=0

i=0 0<i< 2

Exercice 7.16 Soit E un ensemble non vide fini de cardinal n.

(1) Quel est le nombre de parties X et Y de E telles que X C Y ?

(2) Soit X une partic de E a p éléments. Combien y a t-il de parties de E disjointes de X ?
(3) Combien y a-t-il de couples (X,Y) de parties de E tels que X NY =07

Exercice 7.17 Soient F un ensemble non vide et X,Y € P(E) \ {0} telles que E = X UY et
Xny =0

(1) Monter que l'application P(E) —  PX)xPY)

A = (ANX,ANY)
(2) Montrer que pour tous p,q,r € N tels que r < p+ ¢, on a ZH]-:T C;,C;g =Chyq
(3) En déduire que > p_,(CF)? = Cy,.

est une bijection.

Exercice 7.18 En utilisant la formule du bindéme de Newton, montrer que pour tous m,n € N* et
p € N, Pentier m?P+1 4+ n2P*1 est divisible par m + n.

Exercice 7.19 Soit n € N*.
(1) En utilisant la fonction = — (1 + z)", calculer les sommes > p_o kCF, Y7 k2CE et S} _ k3CF.

(2) Calculer la somme Yy, k%(]ﬁ .

Exercice 7.20 (1) Montrer qu’on a C¥ - C’ﬁ:’,: = C’;f -Ch VO<k<p<n.
(2) En déduire que Y¢_ Ck . CP_F = 20 CE.
(3) Montrer que Zzzo(—l)kCﬁ . CZ:Z =0.

Exercice 7.21 Soient E un ensemble non vide fini & n éléments et A une partie de E & p éléments.
Quel est le nombre de parties de E' contenant un seul élément de A7

Exercice 7.22 Utiliser la formule du binome de Newton pour montrer :
(1) 2™ + 1 est divisible par 3 si et sculement si n est impair.
(2) 32n+1 4 24042 gt divisible par 7.

Exercice 7.23 Soit p un nombre premier.

(1) Montrer que pour tout 1 < k < p — 1, le coefficient binémial C;f est divisible par p.

(2) En déduire que, quel que soit I'entier naturel n, le nombre (n + 1)P — nP — 1 est divisible par p.
(3) Montrer que, quel que soit I'entier naturel n, le nombre n” — n est divisible par p (On pourra
utiliser une récurrence).

(4) (Petit théoreme de Fermat) Montrer que pour tout entier naturel n premier avec p, le nombre
nP~1 — 1 est divisible par p.
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Correction
(Ensembles)

Exercice 2.1 : Non. En effet, () est 'ensemble vide, 'ensemble {(} est formé d’un seul élément qui
est (), et ensemble {{(0}} est formé d’un seul élément qui est {0}.

Exercice 2.2 : On a huit éléments : 0, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, ---

Exercice 2.3 :

(1) Montrons que AU (BNC)=(AUB)N(AUC). On procede par équivalences :

xe(AUB)N(AUC) (xe AUB)et (xe AUCQ)

[xre Aoux e B]et [xe Aoux e C]
re€AoureBetazel]

x€ Aoulzxe BNC|

re AU(BNCQO).

UC) et AU (BN C) contiennent les mémes éléments, et

117117

N

Ceci montre que les ensembles (AU B) N (
donc ils sont égaux.

(2) Montrons que AN (BUC)=(ANB)U(ANC).On a:

r€AN(BUC) <= ze€AetzeBUC

< x€Act[zreBouxel]

< [reAetzeBlouxzeAetaxel]
< xe€ANBouze ANC

—

ze(ANB)U(ANC).
Ainsi, AN (BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Exercice 2.4 : (1) Montrons que CAY? = CANCE. On a:

re€Cp'?P < wxeFEctag AUB

< z€FEectxgAectax¢B]
< [reFctaxgAlct|xeFEcta¢gB|
< re€ChetzeCE
= ze€CpnCE
Ainsi, CAYP = CcaAnCE.
(2) Montrons que C;ieIAi = ﬁielcg”". Ona:
UierAi
z€Cp < x € FEetr&Ujr4;
< xeFectViel ¢ A
— Viel ze€eFetax¢gA;
— Viel a:eCéi
<~ Z'Eﬂie[Céi.

o UicrAi i
Ainsi, C;'¢' zﬂiGIC’g'.

N A NicrAs i
On procede de la méme facon pour montrer que Cp"<" ™" = Uje IC’é .
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Exercice 2.5 :

(1) Montrons que ANB=ANC <= ANCE = AnCY. On va montrer les deux implications.
— : Supposons que AN B = ANC et montrons que ANCE =AnN Cg.

Montrons que A N C’g C AN Cg. Soit x € AN C'g. Alors, z € A et ¢ B. Ce qui implique
que © & AN B. Ainsi, x € AN C car, par hypothése, AN B = ANC. Comme x € A, on a
nécessairement z & C. Donc, £ € AN C’g. Par conséquent, AN C’g C AN C’g.

On montre de la méme fagon que ANCE C ANCE. Do, ANCE = AnC§.
<= : Supposons que ANCE = An Cg et montrons que ANB=AnNC.

Par I'implication =, qu’on vient de montrer, ’hypothése A N C’g = AN C’g implique que

B C B C

AﬂC’gE :AﬂC’gE. Ainsi, ANB=ANC car C’gE =B et C’gE =C.
(2) Montrons que ANB = AUB =— A = B, c’est-a-dire, supposons que AN B = AU B et montrons
que A = B.
Soit x € A. Alors, x € AU B. Comme AU B = AN B, on obtient que € AN B. En particulier,
x € B. Ainsi, A C B.

On montre de la méme fagon que B C A. D’ou, A = B.

Exercice 2.6 :

(2) Montrons que (AUC € AUB et ANC C ANB) = C C B, cest-a-dire, supposons que
(AUCCAUB et ANC C AN B) et montrons que C' C B.

Soit x € C. Comme C C AUC, on obtient que x € AUC. Par conséquent, x € AUB car AUC C AUB.
Ainsi, x € Aoux € B. Si x € B c’est ce qu’on cherche. Si x € A, alors x € AN C. Ce qui implique
que z € AN B car ANC C AN B. En particulier, x € B. Par conséquent, C' C B.

(3) Appliquer (2).
Exercice 2.7 :

~-ACB < VxecA zeB.
~-A¢B < dJxec A z¢B.
~ANB=0) < Vze A z¢B.
~ACCE <= VoreAz¢B.
~-A\B=0) < Vze A zeB.

On voit bien quona: ACB <= A\B=0,et ANB=( +— AcCE.

Exercice 2.8 :

(1) Montrons que A\ (BUC)=(A\B)N(A\C).On a:
xe A\ (BUQ) reAetxg BUC

xeAct [z gBetaxgC]

[teAetx g€ Blet[xeAet x & (]

xreA\Betaze A\C

ze (A\B)Nn(A\C).

R BRI

Ainsi, A\ (BUC) = (A\ B)N (A\ C

Donner une preuve de (2) et (3).

Exercice 2.9 :

(1) Vrai.
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(2) Faux.

Exercice 2.11 :

(CAx F)U(E x CE).

Exercice 2.12 :

On a NgenAg = {0} et UpenAr = N.

Exercice 2.13 :

On a NgenAg = {0} et UpenAr = N.

Exercice 2.14 :

(1)(i) Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe X tel que ANX = B est que B soit inclu
dans A. En effet, si B C A, alors on a AN X = B pour X = B. Réciproquement, s’il existe X tel que
AN X = B, alors B C A.

(ii) Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe X tel que AU X = B est que A soit inclu
dans B. Justifier.

(2) (i) Supponons qu’on ait B C A. Alors, tout ensemble X vérifiant AN X = B doit contenir B, et
il ne doit pas contenir des éléments de Cf, c’est-a-dire, X = BU B’ ou B’ C Cé. Justifier.

(ii) De méme, supposons qu’on ait A C B. Alors, tout ensemble X vérifiant AU X = B doit étre inclu
dans B, ct il doit contenir C’g, cest-d-dire, X = C5 U B” o B” C A. Justifier.
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Correction
(Applications)

Exercice 3.1 :

—y€ f(A) < Tz e A y= f(x).
~y€f(A) <= VreAy#[f(a)
—x€ [T(B) < JyeB y= [f(z).

—z ¢ f7(B) &= VyeB y# f(z).
Exercice 3.2 :

(1) On a f(] —1,2]) = [0,4] et f~([-1,4]) = [-2,2] (justifier).

i
i

Exercice 3.3 :

(1) Par exemple, on peut prendre f : E — F donnée par : f(a) =d, f(b) =d et f(c) =e.
(2) On ne peut pas définir une application car chaque élément de E doit étre envoyé sur un unique
élément de F.

Exercice 3.4 :

(1) f injective <= (Vz,2’ €e B z#2 = f(z) # f(2))).
(2) f n’est pas injective <= (Fu, 2’ € E z#a et f(z)=
(3) fsurjective <= (Vye F Jx € E f(z)=y).

(4) f n’est pas surjective <= (Jye F Yz e E f(x) #y).

f@)).

Exercice 3.5 :

(1) Soit f : R — R tel que f(z) = 22

e [ n’est pas injective car 1 # —1 et f(1) = f(—1).

e f n’est pas surjective car il n’existe aucun réel z tel que f(x) = —1.

(2) Soit f: N — N tel que f(n) =n+ 1.

e [ est injective car pour tous n,m € N, si f(n) = f(m), alors n + 1 =m + 1, ce qui donne n = m.
e f n’est pas surjective car il n’existe pas d’entier n € N tel que f(n) = 0.

(3) Soit f:Z — Z tel que f(n) =n+ 1.
e f est injective (méme justification que dans (2)).
e f est surjective, car pour tout n € Z,onan—1€ Zet f(n—1) =n.
Ainsi, f est bijective. Trouvons la réciproque de f. Pour tous n,m € Z, on sait que
i) =m <= n=f(m)

— n=m+1

<~ m=n-—1
Ainsi, f~':7Z — Z, qui & n associe n — 1.
(4) Soit f: N\ {0} — Z qui a n assoice n/2 si n est pair, (—n + 1)/2 si n est impair.
e [ est injective. En effet, soient n,m € N\ {0} tels que f(n) = f(m). Montrons que n = m.
L’hypothese f(n) = f(m) implique I'une des conditions suivantes :
n/2=m/2]ou[(-n+1)/2=(-m+1)/2] ou [(—n+1)/2=m/2] ou [n/2 = (—m +1)/2].
Si on a l'une des deux premieres possibilités, alors clairement n = m. Si on a I'une des deux dernieres

possibilités, alors on obtient n +m = 1, ce qui n’est pas possible car I'hypothése n,m € N\ {0}
implique n + m = 2. Par conséquent, f(n) = f(m) implique que n = m.

e [ cst surjective. En effet, soit n € Z. Si n > 0, alors 2n € N\ {0} est pair et f(2n) =n. Sin <0,
alors —2n € N. Par conséquent, 'entier —2n + 1 € N\ {0} est impair et f(—2n+1) = n.

Ainsi, f est bijective. L’expression de f~! se déduit de la preuve de la surjectivité de f. On a f~!:
Z — N\ {0} qui & n associe 2n sin >0, —2n+ 1 si n < 0.
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Exercice 3.7 :

(1) Pour tout € R,on a: go f(z) =g(f(z)) =gz —1) = (z — 1) +2(x - 1) =22 — 1.
(2) f n’est ni injective ni surjective. Justifier.
(3) Comme dans la correction de 'exercice 3.2, on trouve (justifier) :

(90/)(1,2)) =0,3] et (gof)"'(]—1,0]) = [~1,0[U]0,1].

Exercice 3.10 :

(1) Supposons que A C B et montrons que f(A) C f(B).

yef(A) = 3Fzed y=[(z)

— dJzeB y=f(x) (car AC B)

— y¢€ [f(B)
(2) Montrons que f(ANB) C f(A)N f(B). Comme ANB C Aet AN B C B, il resute de 'assertion
(1) que f(ANB) C f(A) et f(ANB) C f(B). Ainsi, f(ANB) C f(A)N f(B).
(3) Montrons que f(AUB) = f(A) U f(B). On va montrer la double inclusion.
D : Comme A C AUB et B C AU B, on déduit de l'assertion (1) que f(A) C f(AU B) ct
f(B) C f(AU B). Par conséquent, f(A)U f(B) C f(AUB).
C : Soit y € f(AUB). Alors, il existe z € AUB tel que y = f(x). Donc, y € f(A) ou y € f(B) suivant
que z € A ou x € B. Par conséquent, y € f(A) U f(B). Ainsi, f(AUB) C f(A)U f(B).

(4) Montrons que f~1(AUB) = f~Y{(A)U f~1(B).

r€ fTY(AUB) <= f(r)e AUB
<~ f(r)e A ou f(z)eB
< xz€f YA ou zefYB)
<« xzef Y AUfFB).

(5) Montrons que f~1(F\ A) = E\ f~1(A). Soit € E, on a alors les équivalences :

re [T F\A) < [flz)eF\A
= fla)¢A

— zdf(A)

<

ze B\ f1(A).

Exercice 3.11 :

Soit f € N — N une application définie par : f(n) = n + 1 pour tout n € N.

(1) Soit g : N — N P’application qui envoie 0 sur 0, et tout entier n € N\ {0} sur n — 1. Alors, on
a go f = Idy. En effet, pour tout n € N,on a go f(n) = g(f(n)) =gn+1)=(n+1)—1=n (car
n+ 1€ N\ {0}). Ceci signific que g o f = Idy.

(2) Supposons qu’il existe une application h : N — N telle que f o h = Idy. Alors, pour tout n € N,
on a foh(n)=1Idn(n), ce qui signifie que f(h(n)) = n, c’est-a-dire, h(n)+ 1 = n. En particulier, pour
n = 0, on doit avoir ~(0) + 1 = 0, une contradiction puisque h(0) € N donne h(0) +1 > 1.

Exercice 3.12 :

(1) = (2) Supposons que f soit injective. Montrons que f~!(f(X)) = X pour toute partic X de E.

Soit X une partiede E. Ona:z € X = f(x) € f(X) = x € f~1(f(X)). Ainsi, X C f1(f(X)).
Réciproquement, 2’ € f~Hf(X)) = f(2') € f(X) = F2" € X f(a')=f(@a") = 2/ =2"¢€
X (car f est injective). Ainsi, f~1(f(X)) C X.
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(2) = (1) Supposons que f~1(f(X)) = X pour toute partic X de E. Montrons que f est injective.
Soient z,2’ € X tels que f(z) = f(z’). Montrons que z = 2’. On a :

fl@)=[@) = [f@)e{f(x)}

= f@) e f({«})

= '€ [TH(f({z}))

= ' € {z} (car, par hypothese, f~'(f({z})) = {z})

— z=2a.

(1) = (3) Supposons que f soit injective. Montrons que f(PNQ) = f(P)N f(Q) pour toutes parties
Pet QdeFE.

Soient P, @ des parties de E. D’apres Iassertion (2) de I'exercice 3.10, on a que f(PNQ) C f(P)Nf(Q).
Réciproquement, y € f(P) N f(Q) implique qu’il existe z € P et 2’ € Q tels que y = f(z) = f(2).
Puisque f est injective, on obtient # = a’. Par conséquent, x € PNQ et y = f(z) € f(PNQ). Ainsi,
F(P)N Q) C F(PNQ).

(3) = (1) Supposons que f(PNQ) = f(P)N f(Q) pour toutes parties P,Q de E. Montrons que f
est injective.

Soient z, 2" € F tels que f(x) = f(a’). Montrons que = 2’. On a :

{f(2)} = {f(="}

f{x}) = f({2"})

f{zh) N f({a}) = f({a})

f{a}n{a’}) = f({z}) (car, par hypothese, f({z}) N f({2'}) = f({z} N {a"}))
f{zhnfa’}) #0

{ae}n{a’} #0

=2

PR

Ainsi, on a montré les équivalences (1) <= (2) <= (3).
Exercice 3.13 :

(1) = (2) Supposons que f soit surjective. Montrons que f(f~*(Y)) =Y pour toute partie Y de F.

Soit Y une partie de F. Siy € f(f~1(Y)), alors il existe z € f~1(Y) tel que y = f(x). Mais, z € f~1(Y)
implique que f(x) € Y. Ainsi, y € Y. Par conséquent, f(f~1(Y)) C Y. Réciproquement, si y € Y,
alors il existe 2’ € E tel que f(z') =y’ € Y (car f est surjective). Ainsi, 2’ € f~1(Y). Par conséquent,
y =) e f(JTHY)). Dot, Y C f(f7H(Y)).

(2) = (1) Supposons que f(f~1(Y)) = Y pour tout Y une partie de F'. Montrons que f est surjective.

Soit y € F. Comme {y} est une partic de F, on déduit par hypothese f(f '({y})) = {y}. Par
conséquent, = ({y}) # 0, c’est-a-dire, il existe = € E tel que f(z) = y.

Exercice 3.14 :

(1) a,b sont des racines de 22 — ax + 3 = 0 si et seulement si (v — a)(z —b) = 22 — ax + B si et
seulement si a + b= «a et ab = f.

(2) (i) f n’est pas injective, par exemple, on a (1,0) # (0,1) et f((1,0)) = f((0,1)).
(ii) On a :
(a,0) € [TH((,8)) <= [((a;b)) = (o, )
<~ (a+b,ab) = (a,p)
<~ at+b=aetab=p
<= a,bsont des racines de I'équation z° — ax + = 0.

2

Soit A = o? — 4/ le discriminant de P’équation 22 — axz + S = 0. On a trois cas :
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0.

—Si A < 0, alors I’équation 22 — ax + B = 0 n’a pas de racine dans R. Ainsi, f~1((o, B)) =
— az + 8 = 0 admet une racine double r dans R. Ainsi, f~1((a, 8)) =

~Si A =0, alors I’équation z2

{(r,r)}.

- Si A > 0, alors I'équation x

J 7 (e, B)) = {(r,9), (5,7)}-

Exercice 3.17 :

2 — oz + B = 0 admet deux racines distinctes r et s dans R. Ainsi,

Supposons qu’on ait fo fo f = f. Montrons I’équivalence : f est injective <= f est surjective.

= : Supposons que f soit injective. Montrons que f est surjective. Soit y € E. Puisque fo fo f = f,
on obtient fo fo f(y) = f(y), c’est-a-dire, f(fo f(y)) = f(y). Puisque f est injective, on déduit que
fofly) =y. Ainsi, y = f(z) olt x = f(y).

< : Supposons que [ soit surjective. Montrons que f est injective. Soient x,2’ € F tels que f(z) =
f(2'). Montrons que x = 2. Puisque f est surjective, il existe a,a’ € E telsque z = f(a) et 2/ = f(d’).

Ainsi, f(f(a)) = f(f(a’)). Puisque f est une application, on obtient f(f(f(a))) = f(f(f(d"))). Par
conséquent, f(a) = f(a’) (car, par hypotheése, f o fo f = f), c’est-a-dire, z = 2.

Exercice 3.19 :

Montrons que f o f = Idj . Soit x € [0, 1].

e Six € Q,alors f(z) =xz. Ainsi, fo f(z) = f(f(x)) = f(z) = x.

e Siz g Q. Alors, 1 —z € [0,1] mais 1 —2 € Q. Ainsi, f(z)=1—zet f(l—2)=1—-(1—-2) ==z.
Par conséquent, fo f(z) = f(f(x)) = f(1—z)==z.

Ainsi, fo f(x) =z pour tout x € [0, 1], c’est-a-dire, f o f = Id|g .
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Correction
(Récurrence)

Exercice 5.1 :
(3) Pour n € N, soit P(n) la propriété : 7 divise 327+ 4 27+2,
— P(0) est vraie car 7 divise 7 = 32X0+1 4 2042,
— Supposons que P(n) soit vraie, et montrons que P(n + 1) est vraic. On a
32(n+1)+1 + 2(71,—{-1)—{—2 —9x 32n—|—1 +92 % 2'rL+2 —7x 32n—|—1 +92 % (3271,—}—1 + 271,4—2)‘
Comme 327+ 42742 est divisible par 7 (car P(n) est vraie), et 7 x 32"+ est divisible par 7, on déduit
que 32(FDFL 4 o(n+1)+2 ot divisible par 7.
Par conséquent, P(n) est vraic pour tout n € N, c’est-d-dire, 32"*1 4 27+2 cgt, divisible par 7 pour

tout entier n € N.

k n?
— < .
k+1 " n+1

n
(4) Pour n € Ny, soit P(n) la propriété : g < Z
k=

—

1
1 k 112 1
—P(l)estvraiecar§< g k——|—1:§<1+1:§'
P

— Supposons que P(n) soit vraie, et montrons que (n+ 1) est vraic.

n
k
Puisque P(n) est vraie, on a — Z

k:1k+1
- n+1 n? n+1
Z < + .
— +1 n+2 n+1l n+2
L 2 1 1)2
Un simple calcul montre que < E—i— n z n < (n+1)
2 2 n—|—2 n+1 n+2 n—+ 2
n "k n?
Par conséquent, 5 S ]; k+1 | pour tout n € Ny.

Exercice 5.2 : Pour n € N, soit P(n) la propriété :  f(n) >n
— P(0) est vraie car f(0) € N implique que f(0) =0
— Supposons que P(n) soit vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.

Puisque f est strictement croissante, on a f(n+ 1) > f(n). Ainsi, f(n+ 1) > f(n) = n (car P(n)
est vraie). Donc, f(n+ 1) > n. Comme f(n) et n sont des entiers naturels, la condition f(n+1) > n
implique f(n+ 1) = n+ 1, c’est-a-dire, P(n + 1) est vraie.

Par conséquent, P(n) est vraie pour tout n € N, ¢’est-a-dire, f(n) = n pour tout n € N.

Exercice 5.3 : On commence par déterminer f™ pour n =1,2,3---, ce qui va nous orienter vers une
formule générale.

(a) Casouin=1:0na fl(z) = f(r) =4z +3 Vr e R.
(b) Casoun=2: f2(x)=fo f(z)=f(f(x)) =4(da +3)+3 =422+ 15=42r+42 -1 Vo € R.
(c) Casoun=23: f3x)=f2o f(x) = f2(f(x)) =4%(da +3)+ 4> -1 =432 +43 -1 Vo e R.

Montrons par récurrence qu’on la propriété P(n) : f™(z) = 4"x + 4" — 1 pour tout = € R.

— Le cas (a) montre que P(1) est vraie.

— Supposons que P(n) soit vraie, montrons que P(n + 1) est vraie.
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Pour tout z € R, on a f"(z) = fmo f(z) = f(f(x)) = f"4o +3) = 4"(4da + 3) +4" — 1 =
4l 44" x 344" — 1 = 4" g 4 gntt —

Ainsi, f"(z) =4"x + 4™ — 1 pour tout n € N et z € R.

Exercice 5.4 : Pour n € N, soit P(n) la propriété :  [[}_,(1—ax) = 1->"}_, ax pour tout ay,--- ,a; €

[0, 1].

— P(1) est vraie car H,lgzl(l —ap)=1—-a;>21—-a1=1-— Z}gzl ag.

— Supposons que P(n) soit vraie, et montrons que P(n + 1) est vraic. Soient a1, -+ ,an41 € [0, 1].

P(n) vraie = [l (I—ar)=1->0_ak

= ([T=i(I = ar)) x (1= ang1) = (1= 25 a) X (I —an41) (car 1—apgy > 0).
= IS0 —a) > (1= 205 @) + ana (3] ar)
= 50 -a) 21-0 " a (car ana(Xf ax) > 0)

= P(n+1) est vraie.
Ainsi, [[p_,(1 —ag) 2 1—>"}_, ap pour tout ay,---,a, € [0,1].

Exercice 5.5 : (1) Soient n,m € N tels que f(n) = f(m). Montrons que n = m.

Puisque f(n) = f(m), alors f(f(n)) = f(f(m)) (car f une application), c’est-a-dire, f2(n) = f2(m).
De méme, f2(n) = f2(m) implique que f3(n) = f3(m). Ainsi,

F@) + f2(n) + f2(n) = f(m) + f2(m) + f(m).
Par conséquent, 3n = 3m, ce qui implique n = m.
(2) Pour n € N, soit P(n) la propriété :  f(n) =n.
On va montrer que P(n) est vraie pour tout n € N en utilisant le second principe de récurrence.
— P(0) est vraie car f(0) + f2(0) + f3(0) = 3 x 0 = 0 implique que f(0) = 0.
— Soit n € Ny tel que P(k) soit vraie pour tout k < n. Montrons que P(n) est vraie.

Puisque f(k) = k pour tout k& < n et que f est injective, on a nécessairement que
f(n) € {0,1,--- ,n — 1}. La méme remarque implique aussi que f2(n) & {0,1,--- ,n — 1} et f3(n) ¢
{0,1,--- ,n—1}. Ainsi, f(n) > n, f2(n) > n et f3(n) > n. Comme f(n)+ f%(n) + f%(n) = 3n, on a
nécessairement que f(n) = f2(n) = f3(n) = n, en particulier, f(n) = n.

Ainsi, f(n) = n pour tout n € N, c’est-a-dire, f = Idy.

Exercice 5.7 : Pour n € Ny, soit P(n) la propriété : (>_7_, ap)’> <n (Yh_qai) pourtoutay, - ,a, €
R.

— 1l est clair que P(1) est vraie.

— Supposons que P(n) soit vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie. Soient aj, - ,ap+1 € R.
Rappelons tout d’abord que si a,b € R, alors 2ab — a® < b? (car a® — 2ab +b? = (a — b)? > 0).

On a:

n+1 2 n 2 n
(Z ak) = <Z ak) +apy + Z(Qakan-‘r])'

k=1 k=1 k=1
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Puisque P(n) est vraie, on obtient :

n+1 n n
(Z ak) <n (Z ai) + (l,zH_l + Z(2ak(ln+1).
k=1 k=1

On ajoute et on retranche na? ,, on obtient :

n+1 2
(Za'f) ) <Z> St Dy ) Cogani — ).
k=1

k=1

Par la remarque précédente, on déduit que :

n+1 2
(Z ak) < (Z ak) n+ 1 n+1 +Zak
k=1 k=1

(Z)\ n+ ) (g)

k=1

Ainsi, on a :

Ainsi, P(n) est vraie pour tout entier n € Ny.

Exercice 5.8 : (1) Ona AUB = (A\ B)U(ANB)U(B\ A). Comme les trois ensembles A\ B,
AN B et B\ A sont deux a deux disjoints, on déduit que

Card(AU B) = Card(A \ B) + Card(AN B) + Card(B \ A).
Ainsi,
Card(AU B) = [Card(A \ B) + Card(AN B)| + [Card(B \ A) 4+ Card(A N B)] — Card(A N B).

Mais Card(A) = Card(A \ B) + Card(AN B) car A = (A\ B)U (AN B). De méme on a Card(B) =
Card(B \ A) + Card(A N B). Par conséquent,

Card(AU B) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B).

(2) Pour n € Ny, soit P(n) la propriété :
Card(A;U---UA,) < Z Card(A;) pour des ensembles finis Ay, -, A4,.

— 1l est clair que P(1) est vraie.

— Supposons que P(n) soit vraie, et montrons que P(n+1) est vraie. Soient Ay, - -+ , A, 41 des ensembles
finis. On a :

Card(A1 U---UA,41) =Card(A;U---UA,)+ Card(Ay41) — Card((A1 U---UA,) NApt1)  (par (1))
< Card(Ay U---UA,) + Card(Ap41)
< M Card(4;)  (car P(n) est vraie).

Ainsi, P(n) est vraie pour tout n € Ny.
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Correction
(Arithmétique dans Z)

Exercice 6.1 :

(1) Oui.

(2) Non. Par exemple, 4 x 2+ 3 x (—2) = 2 mais pged(4,3) =1 # 2.

(3) Oui. Supposons que pged(a, b®) # 1. Alors, il existe un nombre premier p qui divise a et b3. Par
conséquent, p divise a et b, ce qui n’est pas possible car pged(a,b) = 1. Ainsi, pged(a, b?) = 1.

(4) Non. Par exemple, 2 divise 5+ 3 et 5 — 3, mais 2 ne divise ni 5 ni 3.

(9) Oui. En effet, si 5 divise b2, alors 5 divise b car 5 est premier. Soit ¢ € Z tel que b = 5c. Ainsi,
b% = 25(c?) est divisible par 25.
(10) Non. Par exemple, 12 divise 62 = 36 mais 4 ne divise pas 6.

(11) Oui. En effet, comme 2 et 3 divisent 12, et 12 divise b2, alors 2 et 3 divisent b?. Par conséquent,
2 et 3 divisent b (car 2 et 3 sont des nombres premiers). Ainsi, 6 divisent b, et par conséquent 36 = 62
divise b2.

(12) Non. Par exemple, 91 divise 91 = 13 x 7, mais 91 ne divise ni 13 ni 7.

Exercice 6.2 :

Comme 4125 = 3780 + 345, on déduit que 24396465 = 6454 x 3780 + 345. Puisque 345 < 3780, on
déduit que 6454 est le quotient de la division Euclidienne de 24396465 par 378.

Exercice 6.5 :

Par hypothese, n = 5¢ +r avec r =2 ou 3 et ¢ € N.

— Supposons que 7 = 2. Alors, n? + 1 = 25¢° 4+ 20q + 5 = 5(5¢> + 4q + 1).
— Supposons que 7 = 3. Alors, n? + 1 = 25¢® + 30q + 10 = 5(5¢> + 6q + 2).
Donc, 5 divise n? + 1.

Exercice 6.7 :

Soit n € Z. On va discuter sur la parité de n.

— Supposons que n soit pair. Il existe k € Z tel que n = 2k. Alors, suivant que k est pair ou impair,
on an =4l ou n = 41 + 2 pour un certain | € Z. Alors, n? = 8(2(?) ou n? = 8(2(* + 21) + 4. Donc, 8

divise n? ou n? — 4.

— Supposons que n soit impair. Il existe r € Z tel que n = 2r + 1. Alors, suivant que r est pair
ou impair, on a n = 4s + 1 ou n = 4s + 3 pour un certain s € Z. Alors, n?> — 1 = 8(2s% + s) ou
n? —1=8(252 +3s+ 1). Donc, 8 divise n? — 1.

Exercice 6.8 :

Supposons que v2 € Q. On éerit V2 = % avec a,b € N, b # 0 et PGCD(a,b) = 1. On a 2b® = a2,

Comme 2 est premier divisant a?, on déduit que 2 divise a. Posons a = 2¢ avec ¢ € N. Alors, on déduit
que b?> = 2¢2. Comme 2 divise b?, on déduit que 2 divise b, ce qui n’est pas possible car PGCD(a, b) = 1.
Donc, v/2 ¢ Q.
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Exercice 6.9 :

Soit n € Z\ {1} tel que n — 1 divise n? + 1. Puisque n2 + 1 = (n2 — 1) + 2 et que n — 1 divise n% — 1,
on déduit que n — 1 divise 2. Ainsi, n — 1 € {—2,—1,1,2}. Ainsi, n € {—1,0,2,3}. Réciproquement,
on vérifie que si n € {—1,0,2,3}, alors n — 1 divise n? + 1.

Exercice 6.10 :

Soit p € N\ {0, 1} tel que p divise (p — 1)! 4+ 1. Montrons que p est premier.

Supposons que p ne soit pas premier. Alors, il existe u € N tel que 1 < v < p et u divise p. Comme p
divise (p — 1)!+ 1, alors u divise (p — 1)! + 1. De plus, ’hypothese u < p implique que w divise (p— 1)!.
Ainsi, u divise ((p—1)!4+1) — (p—1)! =1, ce qui donne que u = 1, une contradiction car u > 1. Ainsi,
p est premier.

Exercice 6.11 :

(1) Soient m,n € N tels que 1 < n < m. Puisque n < m, on déduit que n divise m!, et par conséquent
n divise m! + n. De plus, 1 < n < m!+n (car n < m < m!+ n). Par conséquent, m! + n n’est pas
premier.

(2) On considere les entiers «ay, = (101)! + n avec 1 < n < 101. Par la question (1), les entiers
o, Q3,- -+ , 101 e sont pas premiers. De plus, ces entiers sont consécutifs.

Exercice 6.12 : Soient a,b € Zy. Posons d = pged(a, b).

(1) Supposons qu’il existe ¢ € Z tel que a = bg. Montrons que d = |b|. Comme b divise a et b, on
déduit que b divise d (car d = pged(a,b)). En particulier, |b| divise d. De plus, d divise b implique que
d divise |b|. Ainsi, d = |b].
(2) Supposons qu'’il existe ¢ € Z et r € Zg tels que a = bq + r. Montrons que pged(a,b) = pged(b, 7).
Posons d' = pged(b, r).
— Comme d divise a et b, alors d divise r = a — bq et b. Par conséquent, d divise d'.
— De méme, d’ divise b et r implique que d’ divise a = bg + r et b. Ainsi, d’ divise d.
Diot, d = d'.
Exercice 6.13 : (1) En effectuant des divisions Euclidiennes successives, on obtient :

(div. 1) 1306 = 128 x 10 + 26,

(div. 2) 128 = 26 x 4 + 24,

(div.3) 26=24x1+2,

(div. 4) 24=2x12+0.

En appliquant I'exercice 6.12 a ces divisions, on déduit que :
pged (1306, 128) = pged(128,26) = pged(26,24) = pged(24,2) = pged(2,0) = 2.

Reste a trouver deux entiers m,n € Z tels que 1306m + 128n = 4.

Par (div. 3), on a 2 = 26 — 24. On utilise (div. 2) pour avoir 2 = 26 — (128 — 26 x 4) = 26 x 5 — 128.
Puis (div. 1) donne 2 = (1306 — 128 x 10) x 5 —128. Ainsi, 2 = 1306 x 5+ 128 x (—51). Par conséquent,
1306 x 10 4 128 x (—102) = 4. On prend m = 10 et n = —102.

(2) On a 6n®+4n+9 = (3n+2) x 2n+9. Ainsi, pged(6n? +4n+9,3n +2) = pged(3n +2,9). Comme
3 ne divise pas 3n + 2, et que les diviseurs positifs de 9 sont 1, 3 et 9, on déduit que 1 est le seul
diviseur positif commun & 3n + 2 et 9. D’ou, pged(3n + 2,9) = 1.

(3) Par I'exercice 6.12, on obtient :
17a +5b = (Ta +2b) x 2+ 3a+b = pged(17a + 5b, Ta + 2b) = pged(7a + 2b, 3a + b).

Ta+2b=3a+0b) x2+a = pged(Ta+ 2b,3a +b) = pged(3a + b, a).
3a+b=3a+b = pged(3a+ b,a) = pged(a,b).
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